Spis tresci

Rozdzial 1. Prawdopodobienstwo

1.

* Gwiazdka oznacza tematy, ktére mogg by¢é pominigte przy pierwszym czytaniu.

Twierdzenie Borela o liczbach normalnych
Przedzial jednostkowy . .

Stabe prawo wiekich liczb .

Mocne prawo wielkich liczb .

Mocne a slabe prawo wielkich lmb
Rozszeneme pojecia pmwdopodobleﬁstwa
Miary probab:hstyme

Przestrzenie .

Klasy zbioréw .

Miary probabilistyczne . :
Miara Lebesgue’a na pxzedznale Jednostkowym .
Konstruowanie o-cial* d = .
Zadania .

. Istnienie i rozszerzenie mlary

Konstrukcja rozszerzenia . .
Jednoznaczno$¢ i twierdzenie o n-l-ukhdach
Klasy monotoniczne

- Zupetnosé

Miara chaguea na przedzuale Jednostkowym :
Zbiory niemierzalne . . . ‘
Zadania .

2 Prawdopodob:eﬂstwo na przauzemach dyskretnych s &

Wzory ogblne .

Granice ciagu zbioréw

Zdarzenia niezalezne

Podciata .

Lematy Borcla—Cantellego

Prawo zero-jedynkowe .

Mocne a slabe prawo wrclhch hab
Zadania . < wow W

. Zmienne losowe proste

Definicja .

Niezalezno§¢ . .

Istnienie ciagéw maaldnych mennych losowych
Wartosé¢ oczekiwana : ® - ¥ @
Nierdwnosci

Zadania .

15

15
15
18

21

25

26

32
36
39
41
45
45
49
5t
51
52
53

56
57
57
59
61
63
67

72
72
75
T
79
83
85
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6. Prawo wickich liczb

Mocne prawo .
Stabe prawo ;
Twierdzenie Benmema

Udoskonalenie drupego lematu Borela—Cantellego

Zadania .

. Gry bazardowe

Ruina gracza . . .
Réwnanie réznicowe
Systemy gry
Strategie gry

Smiata gra®* .
Ostrozna gra*
Zadania .

. Lahcuchy Markowa

Definicie . . .

Prawdopodobteﬂstwo przqéua wn kmkach
Twierdzenic o istnieniu .
Stan chwilowy i stan powracajacy .
Inne kryterium dla stanu powracajacego .
Rozkiady stacjonarne .

Twierdzenie o zbieznosci*

Stopowanie optymalne‘

Zadania .

. Wielkie odchylenia i prawo lterowanego Iogarytmu‘

Funkcja tworzaca momenty .
Wielkie odchylenia .
Twierdzenie Chernoffa . E
Prawo iterowanego logarytmu ;
Zadania .

Rozdzial 2. Miara

10. Ogoélna definicja miary

1L

12.

Klasy zbioréw L.
Konwencje dotyczace © .
Miary . . .

Jednoznaczxwéé rozszerzenia mary
Zadania . . . :
Miara zewnetrma

Miara zewng¢trzna

Rozszerzenie miary . . g
Twierdzenie aproksymacyjne
Warunek Carathéodory’ego*
Zadania . . . . ¢
Miary na prmsuzem eukhdmwej
Miara Lebesgue’a 30 5%
Regularnosé

Miary na prostej .

Miary na przestrzeni R* .
Zadania . ..

88
88

91
92

96
97

100
103
107
113
113
115
115
119
120
121
126
130
134
136
142
145
146
148
151
153
157

158

158
158
159
160
162
163
164
164
165
168
168
170
171
171
174
175
176
179
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13. Funkcje mierzalne i odwzorowania mierzalne . . . . . . . . . . . . . . . 181
Odwzorowania mierzalne . . . . . . . . . . . . . . . . . .. oo 181
OdwzorowamR W RE i o v 5 i e w w s e m ey W o m s s s s e 182
Orapice i mierzalnodé . . . & . & 5 o o % @ s e s om owow o xowmow s gw e 183
Przeniesienie miar . . . . . . . . . . . . . . . . o+ e 4 . o4 .4 o. . 185
o LT Y T T I e e gl |1

14, Dysteybafity' . . < .. v s e e e e s e o e e e ey e e ey 18T
DYStrybuaply sopiodit v 5 m @ s 5 oe 8 @ds ®ow 8 @ @ B ow % om w5 aiew A8
Rozklady wykfadnicze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
SIaba ZDEIMORE ox i b w6 b w5 kB B R G Be ey g e 358 8 i tiorie 190
ZNNOERE AVPOWS v 1o ish i & 5 % % B ® W w5 & @ S5 8§ S 192
Rozkiady ekstremalne* . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 194
Réwnanie Cauchy CBO 1. v 5 som 6 s m o B B I G B il b aiangy 9T
Zadania . . . N T I T e . | 7

Rozdzial 3. Calkowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . ... 2

15. Calka . . 200
Definicja . . . 200
Funkcje nieujemne 201
Jednoznaczno$é 204
Zadania . 204

16. Wlasnoéci catki 206
Réwnania i nierdwnosci . . : 206
Calkowanie granicy ciagu funkcjl . 208
Gestosdci . : 3 212
Zamiana zm:ennych . 214
Jednakowa calkowalno$¢ . 215
Funkcje zespolone ot mETE B G e e e Tty s PO SRAURY. 216
Zadania . . . ¢ w 'y o S TRUBELAVE Jiannn ERCRTPIRIRGSY 216

17. Calka wzgledem mnary Lebesgnca 218
Calka Lebesgue’a na prostej 218
Calka Riemanna . 218
Podstawowe tmerdzeme rachunku calkowego 221
Zamiana zmiennych ol s 222
Calka Lebesgue’a w pmtnem R‘ 223
Calka Stieltjesa o 224
Zadania . : 225

18. Miary produktowe i twnerdzeme Fublmego 227
Przestrzenie produktowe . g 3 227
Miary produktowe 228
Twierdzenie Fubiniego . s 0 @ @ owm @ s om arfshs] s SbmaeastS oP Anie1230
Calkowanie przez czeéci . . S s b ow e o e B R ey 233
Przestrzenie produktowe wyiszych rzgdow s ww % & @ ow wear s N sn0s KRk .C234
Zadania . . . X y A S < |

19. Miara Hausdorﬂ'a' SRR E S a8 & sew & & wAROE LOUeanNeL ERtUR 1240
DefICIA ..« oot v simie i wae wem o w wew e ws ow e iain gitley Spogiadls 240
Stala DOTMUIACRS: < o v o e w oo & w e WPRAEOLLOICLoNNG GuiDay DOEIGY 244
Zamiana zmiennych . . s s owm s ow w- e PEIRURM SWOAERDON 045
Pole powierzchni kuli w pmtnem R gries meow o WEIE o golill oeiptinaieT 249
ZA0BNI - x wpts o 6o meoe weome 50w el Teedl Jundooms egs NapeoReTy 250
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Rozdzial 4. Zmienne losowe i wartosci oczekiwane
20. Zmienne losowe i ich rozklady

21.

Zmienne losowe i wektory losowe
Podciata . :

Rozklady zmiennych losowych
Niezaleznos¢ . . ’
Ciagi zmiennych losowych

Splot :

Zbieznos¢ wedlug prawdopodobleﬁstwa
Twierdzenie thnenkl—Camellcgo'
Zadania . TI .
Wartosci oczeklwane

Wartos¢ oczekiwana jako calka
Wartosci oczekiwane i rozklady
Momenty s B ® @
Nieréwnosci

Kowariancja

Niezaleznos$é i wartoéé oczeklwana
Funkcje tworzagce momenty .
Zadania .

. Sumy mczaleznych zm:ennych losowycb

Prawo zero-jedynkowe Koimogorowa
Nierowno$¢ Kolmogorowa
Zbieznoéé szeregow losowych

Mocne prawo wielkich liczb

Stabe prawo wielkich liczb i funkcje tworzace momenty

Szeregi losowe Taylora* .
Zadania . S

. Proces Poissona .

Charakterystyka rozkladu wykladmaego .
Proces Poissona . ;

Dwie inne charaktcryzac_]e procesu Ponssona
Procesy stochastyczne . R
Zadania .

. Teoria kolejek i bladzeme Iosowe

Kolejka z jednym obstugujagcym
Bladzenie losowe i wskazniki drabinowe
Wykladniczy prawy ogon

Wykladniczy lewy ogon

Dilugosé kolejki

Rozdzial 5. Zbieznosé rozkladow
25. Slaba zbieznoéé

Definicje . ;

Rozklad jednostajny modulo l‘

Zbieznoé¢ wedtug rozkladow '
Zbieznoé¢ wedlug prawdopodoblcnstwa
Podstawowe twierdzenia . ‘. 5.8
Twierdzenie Helleya o wyborze . %
Calkowanie granicy zmiennych losowych .

253

253
253

259
263

264
266
267
269
272
272
273
273
275

277
21

283

285
286
287

291

297
297
302
304

307
307
310
313
316
319

321

321
321
322
324
325
327
330
332



26.

27.
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Metoda przekatniowa .

Zadania . . .

Funkcje charakterystyane

Definicja . 2 ;

Momenty i pochodne .

Niezaleznos¢ . . .

Twierdzenie o odwrécemu i Jednoznaanoécl
Twierdzenie o cigglosci -
Zadania . . .

Centraine twnerdzcmc gramanc .o
Skiadniki o jednakowym rozkiadzie .
Twierdzenie Lindeberga i Lapunowa
Twierdzenie Fellera* ] .
Zmienne losowe zaleine*

Zadania .

. Rozktady meskobczeme podzlelne’

Zbieznosé niewlasciwa .
Mozliwe rozklady graniczne
Charakteryzowanie granicy
Zadania .

. Twierdzenie gramane w pmestmm R‘

Podstawowe twierdzenia .

Funkcje charakterystyczne s
Rozklady normalne w przestrzeni R’
Centralne twierdzenie graniczne . .
Twierdzenie Skorochoda w prwstrzem R“‘
Zadania . .

. Metoda momentéw‘

Zagadnienie momentu .

Funkcje tworzace momenty . )
Centralne twierdzenie graniczne a momenty
Zastosowanie do teorii probkowania
Zastosowanie do teorii liczb

Zadania .

Rozdzial 6. Pochodne i prawdopodobienstwo warunkowe

31

32,

33.

Pochodne na prostej* . .
Podstawowe twnerdzeme rachunku calkowego
Pochodne calek .
Funkcje osobliwe

Calki pochodnych

Funkcje o wahaniu ogramaonym
Zadania . <
Twierdzenie Radona—leodyma
Addytywne funkcje zbioru
Rozklad Hahna .
Absolutna ciggloé¢ i osobhwoié
Gléwne twierdzenie . ,
Zadania . . .
Prawdopodobleﬂstwo wanmkowe
Przypadek dyskretny

11

334
335
337
337
338

341
345
347
350
350
352
356
358
364
366
367
367
n
372
374
375
379
382
383

388
389
392
392
392
394
395
399

402

402
402

410
414

417

418
421
421
422
423
424

- 427

428
428
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35.
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Przypadek ogélny

Wiasnodci prawdopodobxeﬂstwa wa.runkowego 5

Trudnosci i osobliwosci

Rozkiady prawdopodobieristwa warunkowego
Zadania . .

. Warunkowa wanoﬁc oczeklwana ;

Definicja .

Wiasnosci warunkowq wanoécl oczeklwanej
Warunkowe rozktady i wartodci oczekiwane .
Podciata dostateczne* . i 5 @
Estymacja o najmniejszej wanancjl
Zadania . .

Martyngaty .

Definicja . .

Podmartyngaty

Gry hazardowe

Funkcje martyngalow .

Nieréwnosci

Twierdzenia o zbldnoscn "
Martyngaly z czasem odwréconym
Zastosowania i pochodne

llorazy wiarygodnosci .

Estymacja Bayesa

Prawo zero-jedynkowe

Mocne prawo wielkich Liczb*

Twierdzenie Hewitta—Savage’a®
Wymienialne zmienne losowe* .

Zadania .

Rozdzial 7. Procesy stochastyczne

36. Twierdzenie Kolmogorowa o istnieniu procesu .

37.

38.

Procesy stochastyczne . ;
Rozklady skoriczenie wynuarowc ;
Przestrzenie produktowe .

Twierdzenie Kotmogorowa o lstmemu procesu .

Niedoskonalo$¢ o-ciata R”

Zadania .

Ruch Browna .

Definicja . . . ;

Ciagloé¢ tra]ektom ‘

Procesy mierzalne I 3
Nieregularnosé trajektorii ruchu Bmwna :
Mocna wlasno$¢ Markowa .

Zanurzenie Skorochoda* .
Niezmienniczo$¢ *

Zadania .

Ofrodkowosé™

Wstep .

Definicje . ;

Twierdzenia o istnieniu

430
437
438

442

447
451
452
455
456
459
459
463

466
467

472
473
475
476
476
477
479
480
480

485

485
485
485
487
489
494
496
498
498

510
512
520
522
525
525
525
528
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Konsekwencje osrodkowosci s
Ofsrodkowos$¢ w przestrzeniach produktowych
Uwagi do zadan
Dodatek do paragrafu 8. Lafdcuchy Markowa
Bibliografia |
Wykaz oznaczen
Skorowidz .

13
532
535
536
570
571

573
574
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